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Введение 
На протяжении многих лет учѐные всего мира принимают активное 
участие в изучении ультразвукового воздействия на живые организмы.  За 
это время проводились многочисленные исследования по обнаружению 
положительных и отрицательных влияний высокочастотных звуковых 
колебаний на биологические ткани. Выяснилось, что с помощью 
ультразвуковой терапии возможно не только бороться с воспалениями, 
отѐками, спазмами, но и ускорить регенеративные восстановительные 
процессы, изменить чувствительность рецепторов, повлиять на скорость 
проведения нервных импульсов, максимально устранить последствия травм 
органов опорно-двигательного аппарата. Ультразвук терапевтической 
частоты (800 – 3000 кГц) осуществляет микромассаж клеток, облегчает 
транспортировку в ткани организма лекарственных препаратов, позволяет 
повысить проницательность клеточной мембраны. К тому же стало известно, 
что с его помощью можно улучшать работу сосудов мозга, а значит, 
обострять память и внимательность, бороться с хронической усталостью.  
Совсем недавно в университете Вирджинии ученые получили доказательство 
еще одного положительного влияния высокочастотных колебаний  на мозг — 
их использование позволило обострить осязательные возможности 
человека[1].  
Актуальность данной темы обусловлена важностью и относительно 
малой изученностью механизмов влияния ультразвука и современных 
ультразвуковых технологий, применяемых в биологии и медицине, на ткани 
живого организма.  
В наши дни высокочастотные колебания имеют широкую сферу 
применения не только в биологии и медицине, но и в промышленной 
деятельности, а также при проведении комплексных научных исследований 
на стыке различных научных направлений, с применением нанотехнологий. 
Так, например, совсем недавно российские учѐные научились использовать 
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кремниевые наночастицы для уничтожения раковых клеток с помощью 
ультразвука, не затрагивая здоровые ткани[2]. 
Понимание процессов распространения УЗ волн в биологических 
тканях и механизмов их взаимодействия с живыми клетками играет 
важнейшую роль при создании и  оптимизации новейшего ультразвукового 
медицинского оборудования. Однако, несмотря на обилие фактического 
материала, касающегося влияния ультразвуковых волн на биологические 
ткани, в литературе практически отсутствуют полезные математические 
модели, описывающие комплексное воздействие ультразвука на живые 
клетки человеческого организма. Отчасти это связано с особенностями и 
мультипараметричностью выбранной модельной системы. Построить 
наиболее точную  математическую модель влияния ультразвуковых 
процессов на тканевом и клеточном уровнях, найти не только аналитическое 
еѐ описание, но и численное решение – насущная научная проблема, 
имеющая не только теоретическое, но и важное практическое значение.  
Целью настоящего исследования  является построение математической 
модели, описывающей механизмы первичного взаимодействия ультразвука 
терапевтического диапазона интенсивностей  с тканями человеческого 
организма.  
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Цель и задачи 
Цель работы  –  построить  математическую модель первичного 
взаимодействия ультразвука терапевтического диапазона интенсивностей с 
биологическими тканями различной структуры и плотности. 
На основании этого были поставлены следующие задачи: 
1. Исследовать акустические и механические 
характеристики биологических тканей. 
2. Изучить параметры ультразвука и механизм 
воздействия высокочастотных колебаний на живые клетки 
различных тканей. 
3. Исследовать зависимость процессов тепловыделения 
от изменения параметров ультразвукового излучения. 
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Глава 1. Вводные понятия и определения  
Поглощение  звука – превращение энергии звуковой волны в другие 
виды энергии. 
Теплоёмкость – физическая величина, определяемая отношением 
бесконечно малого количества теплоты δQ, полученного телом, к 
соответствующему приращению его температуры δT [3]. 
Теплопроводность – процесс переноса внутренней энергии от более 
нагретых частей тела (или тел) к менее нагретым частям (или телам), 
осуществляемый хаотически движущимися частицами тела (атомами, 
молекулами, электронами и т.п.)[4]. 
Теплообмен (передача тепловой энергии) – Процесс необратимого 
распространения тепла от более нагретых тел к менее нагретым. [5]. 
Теплоотдача – теплообмен между поверхностью твѐрдого тела и 
соприкасающейся с ней средой - теплоносителем (жидкостью, газом)[6]. 
Теплопередача – физический процесс передачи тепловой энергии от 
более горячего тела к менее горячему[7]. 
Апоптоз – регулируемый процесс программируемой клеточной 
гибели, в результате которого клетка распадается на отдельные 
апоптотические тельца, ограниченные плазматической мембраной[8]. 
Термогенный апоптоз – апоптоз,  стимулированный охлаждением или 
нагреванием тканей и клеточных культур. 
Ультразвуковая кавитация – образование и активность газовых или 
паровых пузырьков (полостей) в среде, облучаемой ультразвуком, а также 
эффекты, возникающие при их взаимодействии со средой и с акустическим 
полем[9]. 
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Акустические течения (акустический или звуковой ветер) — 
вихревые течения, возникающие в интенсивном звуковом поле в жидкостях и 
газах[10]. 
Параметры распространения ультразвука  
Длина УЗ волны ( λ ) – наименьшее расстояние между точками, 
колеблющимися синфазно (в одинаковых фазах). 
          
 
 
 , где 
𝜏 – период колебаний (время, за которое совершается одно колебание),  
  – частота УЗ колебаний (число колебаний в единицу времени),  
  – скорость распространения УЗ волны (конечная величина, 
зависящая от параметров среды: плотность, упругость).  
Амплитуда волны – максимальное отклонение частиц среды при 
ультразвуковом воздействии от положения равновесия.  
Ультразвуковое давление ( ρ ) – дополнительное  переменное 
давление в участке среды, возникающее при прохождении через него 
ультразвуковой волны. 
Интенсивность (   ) – среднее по времени количество энергии 
проходящей за единицу времени через единичную площадь[11]. 
  = 
 
 
 ,  где  = 
 
 
 ,  
E – количество энергии. 
В лечебной практике применяется интенсивность в диапазоне 0,1-1,2 Вт/    . 
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Интерференция (суперпозиция волн) – усиление или ослабление 
в различных участках среды УЗ волн, при их пересечении синфазно (в 
одинаковых фазах колебания) или противофазно соответственно.  
Затухание  – уменьшение интенсивности УЗ волны по мере удаления 
от источника излучения. Это может быть обусловлено рассеянием (при 
неоднородностях среды) и поглощением (необратимым переходом энергии в 
другие виды, например в тепло) УЗ, а так же всѐ увеличивающейся с 
расстоянием площадью воздействия. 
Больше половины  энергии поглощается молекулами, остальное 
микроскопическими тканевыми структурами. 
Коэффициент поглощения (k) показывает, как изменяется 
интенсивность (I) при увеличении глубины проникновения (h). 
  =     
    , где  
  - интенсивность УЗ на выходе из источника. 
Чем больше частота колебаний, тем быстрее происходит поглощение,  
и тем меньше глубина проникновения. 
Так же на глубину проникновения влияет амплитуда колебаний: чем 
она больше, тем дальше проникает ультразвук. 
В биофизике рассматривается глубина полупоглощения, то есть 
глубина, на которой интенсивность уменьшается вдвое. Закон изменения 
интенсивности принимает вид: 
  =     
    , где  
  – глубина полупоглощения. 
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Глава 2. Механизм воздействия ультразвука на 
биологические ткани 
Звуковые колебания высоких частот  оказывают различные 
воздействия на биологические ткани. Ультразвук диагностического 
диапазона интенсивностей не вызывает  практически никаких вредных 
последствий для организма, но при более высоких уровнях интенсивностей 
он способен повлиять на функции организма, а так же повлечь разрыв тканей 
и разрушение клеточных мембран.  Эти последствия обусловлены 
механическим, физико-химическим и тепловым эффектами, вызываемыми 
высокочастотными ультразвуковыми колебаниями. Насколько эти эффекты 
ощутимы, зависит от параметров ультразвукового воздействия и 
характеристик среды, в которой оно происходит.  
2.1. Механическое воздействие 
Под воздействием высокочастотных колебаний, распространяющихся в 
среде, вступившей в контакт с ультразвуком, осуществляется вибрационный 
микромассаж (микроскопические растяжения и сжатия) на клеточном и 
субклеточном уровнях. Вследствие этого происходит нагрев тканей, 
улучшается обмен веществ (при малой интенсивности колебаний) и 
стимуляция кровообращения. Ультразвук так же способен разрушать 
микроорганизмы, тем самым уничтожая некоторые виды вируса. При 
увеличении интенсивности наблюдается: повышение проницаемости 
клеточных и внутриклеточных мембран и гистогематических барьеров, 
изменяется вязкость цитоплазмы и межклеточного вещества, происходит   
выход ферментных белков, изменяется ионный и электролитный обмен 
клеток, смещаются  гомеостатические параметры тканей организма. То есть 
под воздействием ультразвука изменяются условия транспортировки 
молекул и ионов через клеточную мембрану.   
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Следует также отметить, что воздействие ультразвукового облучения 
вызывает в тканях организма целый ряд специфических изменений,  
зависящих от параметров ультразвукового воздействия. Рассмотрим 
некоторые из них. 
2.1.1 Акустические течения и потоки 
Акустическим течением называют направленную  циркуляцию текучей 
среды вследствие воздействия на неѐ интенсивного звукового поля. (Рис.1) 
Скорость течения зависит от интенсивности и может увеличиваться,         до 
тех пор, пока позволяет вязкость среды, в которой оно образовалось. 
Акустическое течение  способствует  ускорению  диффузионных процессов и 
теплопередачи. 
 
Рис.1 Акустическое течение в жидкой среде при воздействии на неѐ 
ультразвукового излучения высокой интенсивности 
Акустическими  потоками  называют звуковые вихри, образующиеся в 
результате усиления акустического течения высокой интенсивности, 
вызывающее диффузию среды и перемещение внутриклеточных структур. 
Скорость таких потоков достигает  10 м/сек.  Уже при интенсивностях от 0,1 
до 1 Вт/     возникают сильные микропотоки, способные перемешивать 
жидкие среды, изменяя их свойства. При увеличении  интенсивности 
ультразвукового воздействия повышается вероятность разрыва клеточных 
мембран, что приводит к гибели клетки. 
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2.1.2 Деформация среды  
Деформация -  изменение взаимного положения элементов и структур 
клеток и тканей. В нашем случае это связанно с последовательным 
разряжением и сжатием определенных объемов среды под воздействием на 
неѐ колебаний высоких частот, что способствует  созданию переменного 
давления в среде (Рис.2). При больших интенсивностях это приводит   к 
разрушению биологической ткани. 
  
Рис.2 Разрежение и сжатие частиц среды 
 
2.1.3 Кавитация 
Кавитацией называют последовательное образование и схлопывание 
пузырьков газа в движущихся потоках среды. Это явление возникает в 
момент достижения пороговой интенсивности при переменном местном 
давлении. В этом случае, если понизить давление при прохождении 
полупериода растяжения, то возникает разрыв среды. Далее происходит 
сжатие среды, образование кавитационных пузырьков и их схлопывание, 
которое порождает ударную волну с большой разрушительной силой (Рис. 3). 
Это приводит к разрушению структуры биологической ткани.  
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  Рис.3 Схема кавитационного процесса 
Этот эффект используется для ультразвукового скальпеля, а так же для 
беспрепятственного проведения ионов в клетки и ткани. 
2.2. Физико-химическое воздействие 
В результате микровибраций, вызванных ультразвуковыми волнами, 
происходит смещение расположения ферментативных комплексов в клетках,  
что вызывает активизацию ферментативных реакций, а так же приводит к 
изменению интенсивности протекания множества биохимических реакций в 
тканях организма. Физико-химическое влияние ультразвуковых волн на 
ткани организма может быть различным: 
 стимулирующими (активация процессов), 
 интенсифицирующими (увеличение скорости протекающих 
процессов), 
 оптимизирующими  (упорядочивание процессов) 
3.3. Тепловое воздействие 
Тепловое воздействие ультразвука на биологическую ткань 
обусловлено таким явлением, как поглощаемость энергии ультразвуковой 
волны, что сопровождается вибрацией, вызванной в свою очередь 
высокочастотными колебаниями. Энергия ультразвука,  распространяющаяся 
в неоднородной среде, частично отражается и поглощается. Поглощѐнная 
энергия видоизменяется, тем самым, часть еѐ преобразуется в тепло. Таким 
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образом осуществляется ультразвуковой нагрев тканей. Скорость увеличения   
температуры напрямую зависит от количества поступаемой и поглощаемой 
клетками энергии. Теплообразование влияет на расширение сосудов, а 
значит, на кровообращение, так же увеличивается скорость протекающих в 
организме реакций. Но ошибочно предполагать, что тепловой эффект 
вызывает только положительные явления. При высокой интенсивности и 
длительности воздействия может произойти перегрев и повреждение 
тканевых структур.  Таким образом, интенсивность высокочастотных 
ультразвуковых колебаний играет определяющую роль в процессе нагрева 
биологических тканей  при воздействии ультразвука.  
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Глава 3. Построение математической модели 
После изучения теплового эффекта стало понятно, что влияние, 
оказываемое ультразвуком, может привести к перегреву ткани и еѐ 
значительному повреждению. По внешним признакам не всегда возможно 
оценить процесс нагрева. Для таких ситуаций как раз и предназначены 
математические модели, позволяющие спрогнозировать и проконтролировать 
реакцию организма на внешнее воздействие.  
В основу построения математической модели первичного влияния 
ультразвуковых волн на биологические ткани положены данные об 
изменении температурного баланса локальных тканевых зон при 
ультразвуковом воздействии. Было решено рассматривать взаимную 
зависимость температуры облучаемого  участка ткани и интенсивности 
ультразвуковых волн, сфокусированных на данной тканевой области.  
На основании принятых допущений были построены три 
дифференциальных уравнения, позволяющие управлять процессом 
воздействия направленных высокочастотных ультразвуковых колебаний  на 
участок биологической ткани. 
 
3.1 Модель 1 
Первое уравнение модели описывает скорость изменения температуры 
клеток облучаемой ткани.  
     
  
 
       
   ∑
  
  
 
   
 
            
T(t) – температура клеток, ; 
t – время воздействия, сек; 
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      – интенсивность ультразвука на выходе из источника при 
непосредственном контакте с кожей (т.е. на поверхности первого слоя),  
  
  
; 
   – температура тела перед воздействием,  ; 
   
   
 
; 
    
   
   
 ; 
  – удельная теплоѐмкость ткани, 
  
    
; 
  – площадь поверхности, через которую передаѐтся тепло,    ; 
  – масса  облучаемого участка ткани, кг; 
   
 
 
  
   ∑
  
  
 
 
  
 
   
 – коэффициент теплопередачи, 
  
   
; 
   – коэффициент теплоотдачи рассматриваемого участка ткани в 
соседние биологические слои; 
   – коэффициент теплоотдачи поверхности кожи во внешнюю среду; 
h – глубина облучаемого участка ткани, м; 
n – количество различных тканей на пути к исследуемой; 
   – часть, которую составляет толщина каждой ткани от h; 
   – глубина полупоглощения каждой ткани, м; 
   – коэффициент теплопроводности каждой ткани. 
Коэффициенты теплоѐмкости и теплопроводности представлены в 
приложении 1 (таблица 1).  
Теплопроводность кости вычисляется с учѐтом еѐ характеристик по 
формуле: 
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        где 
   — теплопроводность обезжиренной кости, Вт/(м*К); 
   — плотность обезжиренной кости, кг/ 
 ; 
  ,   ,   ,   — теплопроводность воды, жира, белка и золы, 
входящих в состав кости, Вт/(м*К); 
  ,   ,   ,    — массовая доля воды, жира, белка и золы, %. 
Для обезжиренной кости теплопроводность можно найти по формуле: 
                                  
Уравнение скорости является производной функции, составленной на 
основании экспоненциального закона убывания интенсивности 
ультразвуковых волн при прохождении через биологические ткани[12]: 
      
    , где 
k – коэффициент поглощения, который зависит от характеристик 
среды, в которой распространяется ультразвук; 
     –  интенсивность УЗ у поверхности среды; 
 h  –  глубина проникновения; 
 I  –  интенсивность на глубине h.  
В медицине используется такой показатель, как «глубина 
полупоглощения»:  H = 1/k, то есть глубина, на которой интенсивность 
ультразвукового воздействия уменьшается вдвое. В этом случае закон 
убывания интенсивности ультразвуковых волн при прохождении через 
тканевую поверхность имеет вид: 
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Данное уравнение явилось основой для дальнейшего развития 
математической модели. 
Рассмотрим три различных биологических слоя (рис.4). Каждый слой 
имеет толщину       и глубину полупоглощения      Красной точкой 
отмечена глубина h,  на которой находится рассматриваемая область.  
 
Рис.4 Биологические слои 
Рассчитаем в данной точке интенсивность   , если начальная 
интенсивность воздействия равна    . 
Если пренебречь отражением, то получим следующие уравнения. 
       
  
    
  ;         
  
    
  ;         
  
    
   
Следовательно: 
         
  
    
    
  
    
    
  
    
       
  (
    
  
  
    
  
 
    
  
)
 
То есть:  
       
    ∑
  
  
 
    
В общем случае: 
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    ∑
  
  
 
    
Данное уравнение позволяет рассчитать интенсивность УЗ в любой 
точке среды на заданной глубине h, зная количество слоѐв, толщину и 
глубину полупоглощения каждого из них и начальную интенсивность. 
Приняв для точности обозначений  данной работы    за    , получим: 
      
   ∑
  
  
 
   
        (1) 
Следующим шагом стал подсчѐт количества теплоты, необходимого 
для увеличения температуры с    до какого-то конкретного значения. Для 
этого была рассмотрена формула удельной теплоѐмкости: 
   
 
    
 , где  
Q – количество теплоты, Дж ; 
m – масса облучаемой области ткани, кг; 
   – количество градусов, на которое необходимо увеличить 
температуру,   . 
Следовательно: 
          
Как было сказано выше, интенсивность – это количество энергии Ф, 
проходящей через единичную площадку S, 
  
  
: 
   
 
 
 
Проведѐм работу с единицами измерения: 
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Следовательно: 
   
 
   
 
      
   
 , где 
S– площадь поверхности облучаемого участка ткани; 
   =     . 
Сделаем замену    
   
 
  и выразим  : 
   
     
  
 +    
С учѐтом (1): 
      
       
   ∑
  
  
 
         
  
 +       (2) 
Получившееся уравнение можно использовать в том случае, если 
энергия, передающаяся в ткань, имеет постоянную величину. В нашем же 
случае интенсивность зависит от температуры, которая в свою очередь 
зависит от времени. Это значит, что для определения количества энергии, 
переданной за весь промежуток времени, необходимо использовать интеграл 
от функции       по t, а не саму функцию   , умноженную на t. Тогда в (2) 
имеем: 
        
 
   ∑
  
  
 
      ∫   
 
      
  
 +            
 
Из этого уравнения следует, что скорость увеличения температуры 
(нагрева) ткани, в зависимости от интенсивности излучения на поверхности 
первого слоя, можно представить  в виде: 
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   ∑
  
  
 
   
  
         (3) 
Однако, для более точного приближения модели необходимо 
учитывать то, что температура ткани всегда стремится вернуться к 
начальному значению.  Это означает, что температура в каждый конкретный 
момент времени будет увеличиваться при положительном значении 
интенсивности и уменьшаться за счѐт отдачи тепла последовательно в 
верхние слои. Нами было решено использовать закон  Ньютона – Рихмана 
[13], описывающий процесс теплообмена между тканевой поверхностью и 
контактирующей с ней средой: 
  
  
                 
  – площадь поверхности, через которую передаѐтся тепло; 
  – коэффициент теплоотдачи тела. 
  
 
 
  
 ∑
  
  
 
 
  
 
   
 
Коэффициент теплоотдачи тела   выражается через коэффициенты 
теплоотдачи ткани в верхние слои      и поверхности кожи во внешнюю 
среду     , толщину    и коэффициенты теплопроводности    каждого слоя 
над тканью. 
Для удобства восприятия положим          (h – глубина 
проникновения,    – доля, которую составляет каждый слой от h) и вынесем h 
за знак суммы, тем самым получим: 
  
 
 
  
   ∑
  
  
 
 
  
 
   
 
Так как          , следовательно: 
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Введѐм обозначение  
   
   
  k. 
Тогда скорость уменьшения температуры (остывания) без учѐта 
внешних сил можно записать уравнением: 
  
  
                         (4) 
Тогда, учитывая (3) и (4), получаем обыкновенное дифференциальное 
уравнение для Т, первое слагаемое в котором отвечает за нагрев ткани, а 
второе за остывание: 
     
  
 
       
   ∑
  
  
 
   
 
            
Зададим начальные условия (НУ). Логично предположить, что в 
начальный момент времени температура тела =   . То есть: 
        
 
3.2 Модель 2 
Идея создания модели предполагает управляющее воздействие, так как 
подразумевается, что модель даст возможность нагревать биологическую 
ткань до нужной температуры и поддерживать еѐ достаточное количество 
времени для  достижения определѐнного эффекта. Изменять температуру и 
контролировать концентрацию живых клеток в процессе нагрева в нашем 
случае позволяет регулирование интенсивности ультразвуковых волн на 
выходе из источника. В ходе анализа стало понятно, что можно 
рассматривать явную зависимость интенсивности от температуры и неявную 
от времени. Получаем суперпозицию функций          . Причѐм, учитывая 
начальное условие для функции     , получаем: 
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  (    )         
Исходя из этого, введѐм НУ для функции      : 
          
   – это значение, определяемое такими параметрами, как время   , за 
которое  требуется нагреть ткань, температура: начальная    и  на которую 
требуется нагреть ткань   ,  масса   и площадь поверхности   облучаемой 
ткани, глубина  , на которой она находится, глубина полупоглощения    и 
доля    от   каждого слоя над ней.  
    
              
  ∑
  
  
 
   
    
 
   – температура, до которой требуется нагреть участок ткани, . 
Данное равенство, выведенное на базе исследования закона 
распространения ультразвука в биологических тканях, позволяет задать 
начальное значение интенсивности, необходимое для нагрева ткани на 
температуру   . 
Для исследования управления первоначально была выбрана линейная 
функция по Т  вида y=k*x+b, удовлетворяющая краевым условиям 
         ,           
Решив систему линейных уравнений, получаем: 
      
         
     
 
    – интенсивность УЗ в начальный момент времени, 
  
  
; 
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Очевидно, что скорость изменения интенсивности по температуре 
будет принимать константное значение: 
               
      
     
  
  
     
                         
Это дифференциальное уравнение, описывающее постоянство  
скорости изменения интенсивности, и было рассмотрено в качестве второй 
составляющей для нашей модели. 
Преимущество такого уравнения в простоте исследования процесса 
нагрева, а так же оно позволяет аналитически решить систему  из двух 
построенных дифференциальных уравнений: 
 
{
 
 
 
      
  
 
       
   ∑
  
  
 
   
 
            
      
     
  
  
     
                                 
                                                       
                        (5) 
Найдѐм решение данной модели. Проинтегрировав второе уравнение 
методом разделения переменных, получим: 
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Исходя их начальных условий, получаем const 
     
     
, то есть: 
                     
         
     
                  (6) 
 Рассмотрим теперь первое уравнение системы: 
     
  
 
       
   ∑
  
  
 
   
 
            
Обозначим  
 
   ∑
  
  
 
   
 
 за b и подставим выражение для функции      : 
  
  
   
         
     
         
Получили уравнение, зависящее только от двух переменных: t и T. 
Вынесем из правой части T: 
  
  
 
  (             )                      
     
 
Переобозначим:   
             
     
,    
                    
     
. Тогда: 
  
  
       
Проинтегрировав тем же методом, что и в предыдущий раз, имеем: 
   
 
 
            
Решив задачу Коши, получаем          
 
 
 . Тогда функция 
температуры, зависящая от времени имеет вид: 
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     (7) 
Таким образом, система, включающая в себя функции (6) и (7), 
является простейшим математическим описанием процесса нагрева 
биологической ткани, который подразумевает управляющее воздействие   , 
зависящее от управляемой величины  .  
 
Для более сложного управления можно рассмотреть дифференциальное 
уравнение вида 
      
     
                   , где 
g – коэффициент растяжения,  
arg(T) – аргумент, зависящий от температуры.  
Оказалось, что данная модель позволяет наиболее точно передать 
необходимое поведение интенсивности. 
Определим аргумент синуса. Будем исходить из того, что в начальный 
момент времени, при температуре    , интенсивность должна принимать 
значение   , а в тот момент, когда достигнута температура   , интенсивность 
должна быть равна нулю. Это означает, что первообразная отрицательного 
синуса, то есть косинус, при температуре   , должна быть равна 1, а при    – 
0. 
Домножив под косинусом T на 
 
 
, получим функцию, принимающую 
значение    , при T=0, и  0, при T=0: 
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Растянем теперь график до      , разделив полученный аргумент на 
это значение: 
             
 
     
 
 
 
  
 
Последним действием сдвинем полученную функцию вправо на   : 
             
    
     
 
 
 
  
27 
 
 
Исходя из этого, система ДУ принимает вид: 
{
 
 
 
      
  
 
       
   ∑
  
  
 
   
 
            
      
     
         
       
     
 
 
 
        
                                                                        
 
  (
 
         
) 
Для наглядности рассмотрим графическое изображение получившейся 
функции скорости. 
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Мы видим, что, при приближении к нужной нам температуре   , 
скорость изменения значения функции убывает медленнее. Это делает  
возможным поддерживать температуру нагретой области с минимальными 
колебаниями.  
 
3.3 Модель 3 
В ходе построения математической модели, стало понятно, что 
необходимо учитывать также и концентрацию живых (интактных) клеток на 
рассматриваемом участке, так как длительное воздействие высокочастотных 
колебаний даже среднего терапевтического диапазона интенсивностей (1,5 - 
3,0 Вт/   ) вызывает  гибель значительной части живых клеток. Очевидно, 
что данный процесс при определенных условиях может привести к 
неспособности конкретной области ткани к дальнейшей жизнедеятельности, 
что является допустимым только при условии, что разрушение ткани было 
целью воздействия (например, ультразвуковой скальпель).  
Третье уравнение модели описывает скорость изменения концентрации 
живых клеток на участке, нагреваемом УЗ.  
  
  
         
     – концентрация живых клеток, %; 
     – функция вероятности гибели клеток; 
     (
    
       
)
 
                   
     – максимально возможная температура нагрева, . 
При высокой температуре, а конкретно, при 42 градусах Цельсия, 
запускается процесс разрушения клеток, что приводит к их гибели.    
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Так как мы изучаем живой организм, следовало бы рассмотреть то, что 
клетки обладают способностью делиться, а значит, дают возможность  
восстановления биологической ткани. Однако в этом уравнении не 
учитывается регенерация ткани путѐм деления клеток в связи с тем, что этот 
процесс занимает большее количество времени, то есть клетки просто не 
успевают поделиться за время воздействия на них высокочастотными 
колебаниями.  
В этом случае мы должны получить функцию     , принимающую 
только неотрицательные значения. Такая функция со знаком минус будет 
описывать убывание концентрации живых клеток на облучаемом участке  
при увеличении температуры и резкое уменьшение количества живых клеток 
до нуля после достижения еѐ максимального значения. 
В результате исследования биологических структур было решено, что 
функция      должна отражать влияние увеличения температуры, на 
разрушение клеток. Описать такую зависимость, учитывая все факторы 
воздействия,  довольно сложно.  Для данной модели рассмотрим функцию 
вероятности разрыва клетки под воздействием ультразвука. Очевидно, что 
при начальной температуре    значение вероятности должно быть равно 
нулю, а в момент достижения максимальной температуры       – единице. 
Так как модель исследуется на отрезке           (остальные значения нам не 
интересны), функция вероятности должна быть непрерывна в каждой точке 
данного отрезка.  
Проанализировав ситуацию, мы пришли к выводу, что вероятность 
увеличивается тем быстрее, чем ближе температура к максимальному 
значению. Такое поведение можно описать квадратичной функцией вида: 
     (
    
       
)
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На графике видно, что при достижении порогового значения 
температуры функция вероятности принимает единичное значение. В 
физическом смысле это означает, что, начиная с      , все клетки неизбежно 
разрушаются. Тем самым получаем дифференциальное уравнение, которое 
дополнит систему (5), описывающее скорость гибели клеток нагреваемой 
ткани при нагреве еѐ с помощью ультразвуковых колебаний. 
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Выводы. 
1. Ультразвук оказывает различные типы воздействия на 
биологическую ткань: механическое, физико-химическое, тепловое. Степень 
влияния ультразвука на биологическую ткань зависит от природы и 
параметрических характеристик ультразвуковых волн. 
 
2. Построена математическая модель первичного взаимодействия 
ультразвуковых волн с биологической тканью, представляющая собой 
систему дифференциальных уравнений, которая описывает взаимосвязь 
интенсивности ультразвукового излучения с температурой нагреваемого 
участка биологической ткани, а также скорость изменения концентрации 
живых клеток. 
{
 
 
 
 
 
 
 
      
  
 
          
   ∑
  
  
 
   
 
                        
      
     
  
  
     
                                                               
     
  
  (
    
       
)
 
                                              
                                                           
 
 
3.  Представлена программа более тщательного исследования модели 
(5), позволяющая наблюдать динамический процесс изменения значения 
функции управления   , характеризующей интенсивность, которая зависит от 
температуры нагреваемой ткани в каждый конкретный момент времени. 
Представлен графический интерфейс программы  ( Рис. 5, 6), начальные 
данные и момент выполнения алгоритма, описывающего систему (5). 
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  Рис.5 Момент выполнения алгоритма для системы (5) 
 
Рис.6 Начальные данные для алгоритма.  
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Приложение 1. Таблицы коэффициентов  
Таблица 1. Таблица физических свойств биологических тканей человека при 
нормальной  температуре ([14],[15],[16]) 
Биоткань человека Плотность ρ, кг/   Теплоѐмкость c, 
Дж/(°С*кг) 
Теплопроводность χ, 
Вт/(°С*м) 
Эпидермис 1200..1600 3600..3700 0,21..0,27 
Дерма 1000..1200 3200..3800 0,45..0,53 
Кровь 1050..1062 3600..3900 0,53..0,55 
Жировая ткань 850..917 2250..2300 ~0,2 
Мышечная ткань ~1060 ~3360 ~0,5 
Костная ткань 1900..2000 1300..2760 Вычисляется 
экспериментально 
Мозг 1038..1041 3352 ~0,5 
 
Таблица 2. Таблица значений коэффициента поглощения и глубины 
полупоглощения Н для различных биологических тканей([12]) 
Биоткань человека Коэффициент 
поглощения,       
Глубина 
полупоглощения,  см 
Кожа 0,14-0,66 0,53-2,50 
Кровь 0,023 15,10 
Жировая ткань 0,044-0,99 3,90-7,90 
Мышечная ткань 0,16 2,10 
Костная ткань 1,5-2,2 0,15-0,23 
Хрящ 0,58 0,60 
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Приложение 2. Код программы 
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